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Funcao holomorfa a valores em espacos de Banach

Definicdo 1.1: Fungao holomorfa

Sejam X um espaco de Banach e Q C C um aberto conexo! Dizemos que
uma fungao f : Q@ — X é holomorfa em z € Q quando existe o limite:

lim f(z+ h) —f(2)
h—0 h ’

Tal limite, quando existe, é denotado por f'(z). Além disso, dizemos que f é
holomorfa em Q quando, Vz € Q, f € holomorfa em z.



Conjunto ortonormal completo/Soma direta

Definicao 1.2: Conjunto ortonormal completo

Sejam H um espaco de Hilbert e S C H um conjunto ortonormal! Se
S+ = {0}, dizemos que S é um conjunto ortonormal completo.

Teorema 1.3: Equivaléncia conjunto ortonormal completo

Sejam H um espaco de Hilbert, / um conjunto de indices e
S ={e;: i € I} C Hum conjunto ortonormal em H! Temos que S é completo
se, e somente se, span(S) = H.

Teorema 1.4: Soma direta de espago completo com seu ortogonal

Sejam H um espaco de Hilbert e M C H um espago vetorial completo!
Temos que:

H=MaoM".



Resolvente e Espectro

‘

Definigao 2.1: O resolvente de T

Sejam X um espacgo de Banach e T € £(X)! Dizemos que X € C esta no
conjunto resolvente de T, que é denotado por p(T), quando a fungao
(Ald — T) é uma bijegao com inversa continua.

Definigao 2.2: O espectro de T

Nas condi¢oes da Defini¢ao 2.1, o conjunto C \ p(T) é chamado de espectro
de T. Além disso, denotamos o espectro de T por o(T).

Observacgao 2.3: Definicao equivalente para o resolvente de T

Devido a uma consequéncia imediata do Teorema da Aplicagao Aberta
(T.A.A), podemos exigir, na Definicao 2.1, que (Md — T) seja uma bijegao,
pois a continuidade da inversa é garantida pelo T.A.A.



‘

Resolvente e espectro

Teorema 2.4: p(T) é um aberto de C

Sejam X um espaco de Banach e T € £(X)! O conjunto p(T) é um aberto
de C.

Teorema 2.5: o(T) € ndo vazio e esta contido em uma bola

Sejam X um espaco de Banach e T € £(X)! O espectro de T € nao vazio e
esté contido em By [0] € C.

Definicao 2.6: Raio espectral de T

Sejam X um espaco de Banach e T € £(X)! Chamamos de raio espectral
de T, o valor:

r(T)= sup |\l
Aeo(T)



Resolvente e espectro/Operador autoadjunto

‘

Proposigao 2.7: Como calcular o raio espectral

Sejam X um espaco de Banach e T € £(X)! Temos que:

. il
Tim (| 7717 = £(T).

Teorema 2.8: Existe operador adjunto

Sejam H um espago de Hilbert e T € £(H)! Existe um Unico T}, € L(H), que
é chamado de adjunto de T, tal que:

(T(x), y)=(x, Th(y)) Vx€HeVyecH.

Definicao 2.9: Operador autoadjunto

Sejam H um espago de Hilberte T € L(H)! Se T = T}, dizemos que T é um
operador autoadjunto.



Funcao compacta/Espectro de operador autoadjunto

Definigao 2.10: Fungao compacta

‘

Sejam X e Y espacgos de Banach! Uma fungao T € £(X, Y) é dita

compacta quando, VS C X limitado, T(S) é compacto em Y.

Proposicéo 2.11: Equivaléncia de fungao compacta

Sejam X e Y espacgos de Banach! Uma funcédo T € £L(X, Y) é compacta se,
e somente se, para toda (X»)nen limitada em X, (T(Xn))nen poSSsUi
subsequéncia convergente.

Teorema 2.12: Propriedades de o(T) quando T é autoadjunto

Sejam H um espaco de Hilbert e T € £(H) um operador autoadjunto! Temos
que:
o(T) CR.
Se A e Céautovalordeve He € (C\ {\}) é autovalorde u € H,
entdo (v, u) = 0. Em outras palavras, autovetores de autovalores
distintos sao ortogonais.
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Teoremas de Fredholm

Teorema 3.1: Teorema Analitico de Fredholm (T.A.F)

Sejam H um espago de Hilbert, Q C C um aberto conexo e f : Q — L(H)
uma funcédo holomorfa! Se f(z) € Com(H) Vz € Q, entdo uma, e apenas
uma, das seguintes afirmagoes é valida:

Vz € Q, (Id — f(2)) ndo é invertivel.

Existe S C ©Q um conjunto discreto em € - isto €, um conjunto que nao
possui ponto de acumulagao em Q - tal que, Vz € (2\ S), (Id — f(z)) é
invertivel. Além disso, Vz € S, existe x € (H \ {0}) tal que
(f(z))(x) = x, ou seja, (Id — f(2))(x) = 0.

Corolario 3.2: Alternativa de Fredholm

Sejam H um espago de Hilbert e A € £(H)! Se A é compacto, entao deve
valer uma, e apenas uma, das seguintes afirmagoes:

(Id — A) é invertivel.
Existe x € (H\ {0}) tal que A(x) = x.
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Teoremas de Fredholm

Demonstragao:

m Defina f : C — £(H) tal que f(z) = zA! E claro que f se encontra nas
condicdes do TA.F.

m Agora, perceba que (/d — f(0)) = Id é invertivel! Logo, ndo pode valer a
afirmacao 1) do T.A.F e, portanto, vale 2).

m Se 1€ (C\S),entdo (Id — (1)) = (Id — A) é invertivel. Agora, se
1 € S, entdo 3x € (H\ {0}) tal que A(x) = (f(1))(x) = x.
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Riesz-Schauder

Teorema 3.3: Teorema de Riesz-Schauder

Sejam H um espago de Hilbert e A € Com(H)! Temos que o(A) é um
conjunto discreto em (C \ {0}) e, além disso, se A € (c(A) \ {0}), entao X é
um autovalor de A de multiplicidade finita, isto é, o espaco vetorial gerado
pelos autovetores de A possui dimensao finita.

Demonstragao:

m Defina f: C — £(H) tal que f(z) = zA! E evidente que f esta nas
condigbes do T.A.F.

m Agora, perceba que (/d — f(0)) = Id ¢ invertivel! Logo, nao pode valer a
afirmacéo 1) do T.A.F e, portanto, vale 2).

m Assim, existe S C C um conjunto discreto em C tal que, vz € (C\ S),
(Id — f(z)) = (Id — zA) é invertivel. Além disso, Vz € S, 3x € (H\ {0})
tal que zA(x) = (f(2))(x) = x.
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Riesz-Schauder

m Agora, dado X € (C\ {0}), podemos utilizar a afirmagéo 2) para
concluirmos que se A € o(A), entao:

(Md — A) ndo é invertivel. = [\(Id — A~ 'A)] ndo & invertivel. =

(Id — A" A) ndo é invertivel. = X' € S.

m Além disso, note que:

A é autovalorde A. < 3Ix € (H\ {0}) tal que A(x) = \x &

Ix € (H\ {0})talque A '"A(x) =x < X' € 8S.
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Riesz-Schauder

m As Ultimas duas sequéncias de implicagoes légicas nos permitem
concluir que, VA € (C\ {0}), vale:

Aeo(A) = A" eS= \éautovalor de A.

m Agora, desejamos provar que se A € (o(A) \ {0}), entdo A tem
multiplicidade finita.

m Suponha, por absurdo, que A tenha multiplicidade infinita! De tal forma,
podemos obter {e,: n € N} um conjunto ortonormal enumeravel tal que,
vn e N, A(en) = Aen.

m Como A é compacto e {e,: n € N} & um conjunto limitado, podemos
utilizar a Proposigao 2.11 para concluirmos que (A(€n))nen POSSUI
subsequéncia convergente.

m No entanto, isso € um absurdo, uma vez que, Vn, m € N, obtemos:



14

Riesz-Schauder

nol—

[[A(en)—A(em)|| = [[xen—Aem|| = [All[en—emll = [A|[((en — &m , en — em))]

I\ [(en, €n) + (em, em)]2 = (2)2|A].

m Logo, A deve ter multiplicidade finita. Por fim, desejamos mostrar que
o(A) é um conjunto discreto em C \ {0}.

m Tome )\ € (C\ {0})! Uma vez que S é um conjunto discreto em C,
3r> 0talque (B:{(A")\{A"")NnS=40.

m Como a fungédo g : (C\ {0}) — C dada por g(z) = z~' é continua e
injetora, podemos achar s > 0 talque 0 ¢ Bs(\) e

g(Bs(M)\ {A}) S (B-(A")\{A 7)),
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Riesz-Schauder

m Logo, Vz € (Bs(\) \ {)\}), 27! ¢ S e, portanto, devido a primeira
sequéncia de implicagdes légicas desta demonstragao, z ¢ o (A).

m Concluimos, portanto, que (Bs(A) \ {A}) C (C\ o(A)) VA € (C\ {0}).
De tal forma, o(A) € um conjunto discreto em C \ {0}.

Corolario 3.4

Sejam H um espago de Hilbert e A € Com(H)! Temos que o(A) é, no
maximo, enumeravel.
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Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

Teorema 3.5: Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

Sejam H um espago de Hilbert separavel de dimensao infinita. Se

A € Com(H) é um operador autoadjunto, entao existem (An)nen €m C e

{en: n € N} C H uma base ortonormal completa enumeravel tais que:
A(en) = )\nen Vn € N

n— oo

An —— 0.

Demonstragao:

m Defina B= {X € C\ {0}: X é autovalor de A}. Como B C ¢(A), 0
Corolario 3.4 nos permite concluir que B €, no maximo, enumeravel.

m Agora, VA € B, denote por V5 o espaco vetorial gerado pelos
autovetores de \. Devido ao Teorema de Riesz-Schauder, sabemos que
V, tem dimensao finita VA € B.
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Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Seja, pois, VA € B, {v\, ...v;, } uma base ortonormal de V. Com isso
em mente, precisamos analisar dois casos distintos.

m Suponha que Ker(A) # {0}. Como H é um espago métrico separavel e
Ker(A) C H, podemos concluir que Ker(A) também é separavel. Além
disso, sabemos que Ker(A) € completo, pois H é completo e Ker(A) é
fechado. De tal forma, se Ker(A) tem dimens&o infinita, podemos obter
{\/j0 : j € N} uma base ortonormal completa enumeravel de Ker(A).

m Agora, se Ker(A) tem dimensao finita, entdo obtemos {V{, ..., v,?o} uma
base ortonormal finita de Ker(A). Logo, podemos concluir que existe um
conjunto de indices / que €, no maximo, enumeravel e, além disso,

{v?: i € I} é uma base ortonormal de Ker(A).
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Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Desse modo, pelo Teorema 2.12, podemos concluir que o conjunto..

C= [U{v?,...,v,?k}} u{v:iel}

AeB

..6 ortonormal.
Defina M = span{C}. De tal forma, se x € M, entdo existe (xn)nen Uma
n—oo

sequéncia de elementos de span{C} tal que x, —— x. Além disso,
Vn € N, existem of, ...an,, € Ce {wy,...,wp } C C tais que:

mp
Xn = E ajw.
i=1

Assim, uma vez que A é linear e continuo, obtemos:

mp Mmn
A(x) = A(lim xp) = lim A(x,) = lim A <Z a{’w,-") = nll[r;o; o] A(W]).

n— oo .
i=1
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Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Comow/ e CVie{1,..my}evneN,3p],..0,, € Ctais que,
Vie{1,...,m} evneN, A(w/) = 3iw/. Desse modo, a sequéncia de
igualdades anterior pode continuar da seguinte maneira:

mp Mmnp

A(x) = lim E afA(w) = lim E of Biwf.
n—o0 4= n—oo 4=
1= =

m Logo, podemos concluir que A(x) € span{C} = M. Como x € M era
arbitrario, temos que M é um subespagco invariante de A, ou seja, se
definirmos A|,, : M — H, entao Im(A|,,) € M. Com isso em mente e
utilizando o fato de que A é autoadjunto, perceba que se y € M e
z € M+, entdo:

(A(2), y) = (z, Aly)) = 0.

m Logo, temos que Im(A|,,.) € M*. Note que se ) € C é autovalor de
Al,,L, entao X é autovalor de A. No entanto, por construgao, os
autovetores de A estdo em M, sendo que M N M+ = {0}. De tal forma,
podemos concluir que Al,,. ndo possui autovalores.



20

Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Agora, uma vez que A|,,. é compacta e autoadjunta, podemos aplicar o
Teorema de Riesz-Schauder para concluirmos que se
A€ (o(AlyL)\{0}), entdo X é autovalor de Aj,,..

m Assim, podemos concluir que o( A|,,.) € {0}. Logo, r(A|,,.) =0e,
portanto, A|,,. = 0, pois, aplicando a Proposi¢do 2.7, obtemos:

. 1 . 1
0=r(Aly.) = lim (JA[ D™ = lim ([ Ay ") = [ Ayl

m Com isso em mente, suponha, por absurdo, que 3v € (M* \ {0}). De tal
forma, temos que:

0= Al (v) = AW).
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Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Logo, v & um autovetor associado ao autovalor 0, mas isso é um
absurdo, pois os autovetores de A estdo em M. Assim, podemos
concluir que M+ = {0}. Desse modo, obtemos:

H =M = span (U{vﬁ,...,vnﬁ} u{v:ic I}).
AeB
m Agora, suponha, por absurdo, que C seja finito. Logo, podemos concluir
que span(C) é um espago vetorial de dimensao finita. Uma vez que
todo espago vetorial de dimensao finita é fechado, obtemos:

H = M = span(C) = span(C).

m A igualdade anterior € um absurdo, pois, por hipotese, H tem dimensao
infinita. Logo, podemos concluir que C € infinito. Além disso, devido as
observacoes feitas no inicio desta demonstracao, sabemos que C é
enumeravel. Com essa analise, podemos concluir que Ker(A) é
enumeravel ou |, g{¥", ..., Vo, } € enumeravel.



22

Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos

m Se Ker(A) é enumeravel, entdo é evidente que conseguimos obter uma
sequéncia (An)nen cOMO no enunciado. Agora, se [y g{¥i", ..., Vi, } €
enumeravel, entdo é evidente que B deve ser enumeravel. Seja, pois,
(An)new uma enumeragao de B.

m Como o(A) é um compacto - isso € uma consequéncia dos Teoremas
24e25-e )\, €0(A) Vn e N, podemos concluir que 3\ € o(A) tal que

n—oo

An — . Pelo Teorema de Riesz-Schauder, devemos ter A = 0.

m Deixamos o caso Ker(A) = {0} como “exercicio”, pois € apenas uma
simplificagdo da demonstracao ja feita.
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